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CLASA A XII-A

Subiectul 1. a) Dacă u, v : [0, 1] → R sunt două funcţii continue,
demonstraţi inegalitatea Cauchy(∫ 1

0

u(x)v(x)dx

)2

≤
(∫ 1

0

(u(x))2 dx

) (∫ 1

0

(v(x))2 dx

)
.

b) Fie C mulţimea tuturor funcţiilor derivabile f : [0, 1] → R, cu derivata
f ′ continuă pe [0, 1] şi f(0) = 0, f(1) = 1. Determinaţi

min
f∈C

∫ 1

0

(1 + x2)1/2 (f ′(x))
2
dx

şi toate funcţiile f ∈ C pentru care este atins acest minimum.

Subiectul 2. Fie f : [0, 1] → (0,∞) o funcţie continuă pe [0, 1].
a) Arătaţi că pentru fiecare număr ı̂ntreg n ≥ 1 există o unică diviziune,

0 = a0 < a1 < · · · < an = 1, a intervalului [0, 1], astfel ı̂ncât∫ ak+1

ak

f(x)dx =
1

n

∫ 1

0

f(x)dx, k = 0, · · · , n− 1. (∗)

b) Pentru fiecare număr ı̂ntreg n ≥ 1, fie

ān =
a1 + · · ·+ an

n
,

unde 0 = a0 < a1 < · · · < an = 1 este diviziunea unică cu proprietatea (∗).
Arătaţi că şirul (ān)n≥1 este convergent şi calculaţi limita sa.

Subiectul 3. Fie n ∈ N∗. Determinaţi toate inelele (A, +, ·) cu propri-
etatea: x2n+1 = 1, oricare ar fi x ∈ A \ {0}.

Subiectul 4. Fie Sn grupul permutărilor mulţimii {1, · · · , n}, n ≥ 3, şi
G un subgrup al său generat de n− 2 transpoziţii. Arătaţi că pentru fiecare
i ∈ {1, · · · , n} mulţimea {σ(i) : σ ∈ G} are cel mult n− 1 elemente.

Timp de lucru 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii


